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Soucésti stiedoskolského uciva matematiky je také seznameni se zdkladnimi druhy
ditkazti matematickych tvrzeni, mimo jinych i s matematickou indukci. Nasledujici
odstavce si kladou za cil ukizat, Ze tato metoda je vSestrannéjsi, nez se z bézného
vykladu pfi hodindch muze zdat.

Uvod

Pomoci metody matematické indukce se pii vyuce obycejné dokazuji néktera tvrzeni z teorie
¢isel, napt. délitelnost urcitych ¢isel nebo jednoduché vztahy pro konecné ¢iselné fady. Pouzity
postup bychom mohli stru¢né shrnout takto.

Matematicka indukce Chceme dokazat tvrzeni T'(n) pro vSechna pfirozena ¢isla n. Postu-
pujeme ve dvou krocich:

e Zakladni krok Libovolnym zpusobem dokdzeme tvrzeni 7'(1).

e Indukcni krok Predpokladame platnost tvrzeni T'(k) pro libovolné pFirozené k a na zakladé
tohoto predpokladu ovéiime platnost T'(k+1) pro jeho naslednika, na konkrétnim zpisobu
opét nezalezi.

Tvrzeni T dle zakladniho kroku plati pro n = 1. Podle induk¢nitho kroku z toho vyplyva, ze
plati i pro jeho naslednika, tj. pro n = 2. Znovu z induk¢niho kroku dovozujeme, Ze plati i pro
nasledovnika 2, tedy pro n = 3. Pfirozena c¢isla tvori nekonec¢nou posloupnost, proto dalsim
opakovanym pouzitim induk¢éniho kroku ovéfujeme platnost pro n =4, 5, 6, ... a postupné tedy
pro vSechna prirozend ¢isla. a

Zavérecnd rekapitulace nezavisi na konkrétnim tvrzeni 7' ani na zplisobu dikazu zakladniho
¢i indukéniho kroku. Proto se v konkrétnich pripadech casto explicitné neuvadi. Presto ale je
nedilnou souc¢ésti celého postupu a je tfeba mit ji stale na mysli!

Néasledujici text sestava z dikazl nékolika tvrzeni metodou matematické indukce, na kterych

bychom chtéli prakticky ukézat jeji rizné varianty i dal$i moznosti pouziti. Jednotlivé priklady
jsou podle potfeby doplnény vysvétlujicimi komentaii.

Priklad 1

Na rozehtati a pro pripadné ptripomenuti metody matematické indukce dokazme pro kazdé
prirozené n tento vztah
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Dikaz V zékladnim kroku dikazu pomoci matematické indukce pro n = 1 mame
L=+ -1=21-1=2-1=1,

takze pro n = 1 vztah plati. Nyni pro provedeni indukéniho kroku budeme upravovat levou
stranu prepsanou pron =k + 1

LU4+220 433+ + kB + (K+1)(E+ 1)L
Za prvnich k s¢itanct dosadime na zakladé predpokladu platnosti pro k vyraz (k+1)! — 1
(k+1N—1+Fk+DEk+D)=(k+2)k+1)!—-1=(k+2)! -1

Posledni vyraz je skutec¢né prava strana dokazovaného vztahu pro n = k 4 1, ¢imz je indukéni
krok a tim i cely dikaz dokoncen. O

Tento ditkaz je naprosto standardni a nemél by znamenat zadné prekvapeni. V nékterych ji-
nych piipadech dokazované tvrzeni plati pro v8echna nezaporna cela ¢isla (pak zakladni krok
provadime pro n = 0), jindy aZ pro pfirozena n > ng (nap¥. pro nerovnost 2" > n? je ng = 5).
Takova modifikace zdkladniho schematu vSak nepfedstavuje zadny problém.

Priklad 2

éleny Fibonacciho posloupnosti F), definujeme rekurentnim vztahem F, = F,_1 + F,,_o pro
n > 3, za prvni dva ¢leny povazujeme F; = 1 a F5, = 1. Prvnich nékolik ¢lenti posloupnosti tedy
jel, 1,2, 3,5,8,13, ... . Pomoci matematické indukce dokazeme, Ze n-ty ¢len posloupnosti lze
vyjadrit také primo
_ ¢ty

-1’
piicemz hodnota ¢ = (1 +/5)/2 je ¢asto oznacovana jako zlaty fez a ¢ = (1 — v/5)/2.

Fy

Dikaz V zikladnim kroku nejprve ovéiime platnost vztahu pro n =1 a n = 2. Prvni ptipad
je velmi snadny, nebot ¢itatel i jmenovatel zlomku je stejny a tedy plati F; = 1. Neni obtizné
ovéfit, Ze ) = 1 — p = —p~! a jmenovatele mizeme vyjadiit ¢ — 1 = v/5. Pro n = 2 mame

_9P—(1—9)? - (1-20+¢%) 20—1 _

NG NG 5

Fy

takze vztah také plati.
Indukéni krok budeme provadét za predpokladu, Ze pro Fy a Fy_1 vztah plati (k > 2).
Pomoci rekurentniho vzorce definujictho posloupnost pak budeme vyjadiovat Fj 4
k k k—1 k—1 k k—1 k k—1
— — + — +
P = Bt B, =2 "V ¥ v _ e ) (et
p—v p—v p—v

Prvni zavorku v ¢itateli upravime pomoci vyse uvedenych vztahi pro ¢ a ¥

P =P 14T =" (1= (1 - ) = hp =
a podobné naloZime i s druhou zavorkou citatele (plati totiz také 1 — ) = —p™1)

PPt =P AT =9t (1 - (1) = ¢y =



Po dosazeni jiz mame
k+1 k+1
e~y

-y
coz je skutec¢né vyjadieni ¢lenu Fibonacciho posloupnosti pro n = k + 1.

Podle zakladniho kroku je vyjadieni spravné pro n = 1 a n = 2. Za téchto predpokladu
ovéiime pomoci indukéntho kroku platnost pro n = 3. Indukéni krok pro n = 4 miizeme provést
za predpokladu, Ze je spravné vyjadieni pro Fj a Fy. To ale splnéno je, takze pro n = 4 vztah
také plati. Néasledné pfi ovéieni tvrzeni pro Fy vyuzijeme v indukénim kroku platnost pro Fj
a F3, atd. Opakovanim indukéniho kroku postupné prokadZeme platnost vztahu pro libovolné
prirozené n. O

Fry1 =

Podstatnou novinkou v tomto diitkazu je skutecnost, ze pii provedeni indukéniho kroku musime
predpoklddat platnost tvrzeni pro dva predchudce. Proto také zakladni krok musime provést
pron =11in =2, jinak by prvni provedeni induk¢éniho kroku nebylo mozné!

Vyznam Existence vztahu pro pfimy vypocet hodnoty F, je vyznamna zvlasté pro velka n,
piipadné i pro studium asymptotického chovani. V téchto piipadech by vypocet pomoci reku-
rentni formule mohl byt zna¢né zdlouhavy. Uvédomime-li si navic, ze || < 1, pak je zfejmé, Ze
pro velkd n se Y™ oproti ¢" stava zanedbatelné a plati

n
ha
V5
Po zaokrouhleni na neblizsi celé ¢islo 1ze tento priblizny vztah pouzit pro vSechna pfirozena
¢isla n.

F, ~

Priklad 3

Dokazeme, Ze pokud pro né&jaké 6 lze hodnotu cos 6 zapsat jako zlomek cosf = p/q pro néjaka
cela ¢isla p a ¢ # 0 (t]. jedna-li se o racionalni ¢islo), pak hodnota V(n) = ¢ cosnf je celé ¢islo
pro kazdé prirozené n.

Dikaz Zakladni krok provedeme ovérenim pro n =1
_ _ P _
V(1) =qgcos=q==p€eZ
q

2 2 2

a s vyuzitim cos 2 = cos? a — sin® a = cos? a — (1 — cos? @) = 2cos? a — 1 také pro n = 2

p2

V(2) = ¢*cos 20 = ¢*(2cos’ 0 — 1) = ¢*(2 i ) =2p> - ¢ €Z
Indukéni krok budeme provadét za predpokladu, ze pro ki k — 1 tvrzeni plati (k > 2). Pro
Gpravu vyrazu ¢* ! cos(k-+1)6 pouzijeme souctovy vzorec cos(a+3)+cos(a—f) = 2 cos a cos f3.

Z néj vyjadiime cos(a + [3) a dosadime o« = kf a f =6
cos(k 4+ 1)0 = 2 cos kf. cos 0§ — cos(k — 1)0.
Hodnota dokazovaného vyrazu pro k + 1 je
V(k) V(1) V(k—1)

kL ok 2 k1 WA_‘
V(kE+1)=¢""" cos(k+1)0 = 2¢" coskf.qcosd — q°¢" " cos(k — 1)6,




kde slozenou zavorkou jsou vyznaceny vyrazy postupné pro argument n = k, 1 a k — 1. Pro
n = 1 tvrzeni plati dle zakladniho kroku a pro dva piedchidce dle predpokladu indukéniho
kroku. VSechny tyto ¢ésti jsou celd ¢isla, tudiz i cely vyraz je néjaké celé cislo.

V zakladnim kroku jsme tvrzeni dokazali pro n =1 a 2. Pro n = 3, 4 a nésledujici mizeme
provadét indukéni krok, protoze pro dva predchudce tvrzeni jiz bylo ovéreno. O

Provedeny dikaz je jen malou modifikaci predchoziho pripadu. Pro provedeni indukéniho kroku
jsme kromé platnosti pro dva predchidce vyzadovali i platnost tvrzeni pro n = 1. V nékterych
dalsich ptipadech muze byt k dikazu T'(k+ 1) pomoci indukéniho kroku vyzadovén predpoklad
platnosti tvrzeni T'(:) pro kazdé i splhujici 1 < i < k. Ptikladem takového postupu je dikaz
existence prvociselného rozkladu' pro libovolné piirozené ¢islo n > 2.

Disledek Hodnota cos 1° je iracionalni ¢islo.

Diikaz provedeme sporem. Budeme predpoklddat, ze cos 1° je racionalni. Potom dle praveé
dokazané véty jsou racionalni ¢isla také vSechny hodnoty kosinu pro celociselné nasobky 1°,
mimo jiné i pro 45°. Dobfie vSak vime, zZe cos45° = \/5/2, coz je ve sporu s predpokladem ¢islo
iracionalni. Z toho vyplyva, ze také cos 1° musi byt iracionalni.

Priklad 4

Nyni zaméfime svoji pozornost na nasledujici tvrzeni. Pro libovolna piirozena ¢isla m a n, kde
1 <m < n, plati
1\" m  m?
1+=) <14+—+—.
n n o n

Dikaz budeme provadét indukci podle m, ptricemz n je libovolné, pfedem pevné zvolené.
V zakladnim kroku snadno ovéfime platnost pro m =1

1 1 1
n n n

Indukéni krok budeme provadét za piedpokladu platnosti tvrzeni pro k a zaroven za pod-
minky k < n. Upravou levé strany nerovnosti pro m = k + 1 mame

1\t 1 1\* 1 kK2
(1+—) :(1+—)(1+—) <<1+—)<1+—+—2>,
n n mn mn ' mn

kde roznasobime zavorky a slouc¢ime ¢leny se stejnym jmenovatelem. Dostaneme

k+1 k(k+1) K E+1 (k+1)? kK k+1
+ +—==1+ + + = - —.

1+ — —
n n? n3 n n? n3 n?

Prvni tii s¢itance jiz maji pozadovany tvar pravé strany pro m = k + 1, zbyva dokazat, Ze
rozdil poslednich dvou zlomkt je zdporny a tak neohrozi dokazovanou nerovnost. Chceme tedy

ukazat, ze k* < n(k + 1). To ale nepochybné plati, protoze diky podmince indukéniho kroku
plati tento sled implikaci k < n = k? < kn = k* < (k + 1)n. Tim jsme prokazali

1\ E+1  (k+1)?
(1+—) <1+ +< 2>.
n n n

1Jedna se vlastné o jednu ¢ast diikazu tzv. zékladni véty aritmetiky, ktery zajemci naleznou napi. na
http://www.gym-so.cz/personal/stefanova/aritmetika.



Shriime nyni dosazené vysledky. Zvolili jsme pevné n a nasledné jsme dokazali tvrzeni pro
m = 1 pomoci zdkladniho kroku a pro vSechna dalsi m < n na zakladé indukéniho kroku.
Zvolené n vsak bylo libovolné, proto tvrzeni plati pro vSechna pfrirozend m a n, ktera spliuji
1 <m<n. O

Tento priklad pirinesl dvé zalezitosti, které stoji za povSimnuti. Prvni je zptsob prace s dvéma
proménnymi, které se v dokazované nerovnosti objevuji. Druhéd spocivi v tom, Ze opakovani
indukéniho kroku je omezeno dalsi podminkou (v naSem piipadé k& < n), takZe neprobiha do
nekonec¢na. Omezeni neni pfitom skryto v tom, ze by néas tvrzeni pro dalsi ¢leny jiz nezajimalo,
ale tato podminka byla pro provedeni dikazu nezbytna. Vidime tedy, Ze diitkaz néjakého tvrzeni
pomoci matematické indukce se muze tykat také pouze omezeného poctu clenii.

Priklad 5

Do zcela jiné oblasti matematiky miii néasledujici tvrzeni, byt i tentokrat budeme dokazovat
matematickou indukci. Piedstavme si hraci desku (Sachovnici) velikosti n x n, kde n je néjaka
mocnina 2, tj. n = 2, 4, 8, ... . Dale si pifedstavme hraci kameny, tzv. trimina, které vypadaji
jako tii sousedni pole uspoiddand do L (viz obr. 1 nize). DokaZzeme, Ze hraci desku lze beze
zbytku pokryt hracimi kameny az na jedno libovolné pfedem vybrané pole.

Dikaz Zéakladni krok pro Sachovnici 2 X 2 provedeme snadno dle obr. 1. Vybereme libovolné
pole (na obrazku modie), v kazdém piipadé to bude néktery roh ¢tvercové hraci plochy. Jeji
zbytek ma tvar a velikost pravé jednoho trimina, coz znamené, ze piipad 2 x 2 je dokézan.

Obrazek 1: Tvar hraciho kamene (vlevo) a feSeni tlohy pro n = 2 (vpravo).

Indukéni krok budeme provadét za predpokladu, Ze hraci desku k x k s vyjimkou pfedem
vybraného pole umime pokryt hracimi kameny, a budeme se snazit o totéz pro desku 2k x 2k.
Rozdélime hraci desku vodorovnym a svislym fezem na ¢tyfi stejné cCasti, kazdad z nich ma
rozmér k X k. Vybrané pole lezi pravé v jedné z nich. Ve tiech ostatnich ¢astech nalezneme
pole, které lezi nejblize stiedu hraci desky pred rozdélenim a oznac¢ime je. Tato tii pole by
pred rozdélenim pokryl pravé jeden hraci kimen. Nejlépe to uvidime na obr. 2, vlevo je hraci

m "
]

Obrazek 2: Provedeni indukéniho kroku.

deska 2k x 2k s modfe vyznacenym vybranym polem, ¢ervené oznacenym hracim kamenem dle



predeslého popisu a ¢ervenymi liniemi budouciho fezu. Ve stejném obrazku vpravo je situace po
rozdéleni na ¢tyti desky k x k. Podle predpokladu indukéniho kroku tlohu velikosti £ X & umime
vyfesit pro libovolné vybrané pole, nevyjimaje specidlni piipad, kdy vybrané pole je jednou ze
tTi ¢asti roziiznutého hraciho kamene. Tim je indukéni krok proveden a zaroven dokoncen diikaz
celého tvrzeni. O

Tento priklad nazorné demonstruje, ze matematické dikazy nemuseji sestavat pouze z vypocti,
uprav vyrazi a feSeni rovnic ¢i nerovnic. Muze mit také ndzornou geometrickou podobu. Zaroven
jsme vidéli, ze indukéni krok nemusi znamenat pouze zvétSeni néjakého indexu, miize mit i
podobu zdvojnasobeni strany hraci desky.

Disledek Povsimnéte si, Ze jsme zaroven dokdzali také (slabsi) tvrzeni, Ze ¢islo 22" — 1 je
pro vSechna pfirozena n délitelné 3. Strana hraci desky je dle predpokladu tvrzeni néjakou
mocninou 2, lze ji tedy zapsat jako 2". Cel4 hraci deska ma 22" poli, jedno vybrané z nich ale
zustane prazdné. Zbytek desky pokryji hraci kameny, pficemz kazdy z nich zabira 3 pole.

Algoritmus Jisté stoji za pozornost, ze na zédkladé postupu dikazu lze odvodit, jak pokryti
hracimi kameny provést (samotny diikaz pouze tvrdi, Ze to je mozné). Ulohou je tedy nalézt
pokryti hraci desky n x n kameny tak, aby ztstalo prazdné pouze jedno predem vybrané pole.

Algoritmus (postup feSeni) ziskame tak, Ze si cely prubéh dikazu ,ptrehrajeme* pozpétku.
Metodou popsanou v indukénim kroku a vyobrazenou na obr. 2 rozdélime desku na ¢tyfti ¢asti,
pii¢emz jednim hracim kamenem piekryjeme rohové pole tii z nich (tim bylo zaroven v téchto
¢tvercich urceno pole, které nebude v nasledujicich krocich pokryto), ¢tvrta ¢ast obsahuje pii-
vodni vybrané pole. Nyni provedeme stejnou proceduru s kazdou ¢tvrtinou a cely postup opa-
kujeme, dokud délenim nedosahneme velikosti 2 x 2. Tuto tlohu umime fesit podle zakladniho
kroku dukazu vlozenim jednoho trimina. Postupné tak celou hraci plochu (az na vybrané pole)
pokryjeme kameny, coz vidime na obr. 3. Pro men$i rozméry hraci desky lze tulohu vyfteSit

Obrazek 3: Celkové feseni tlohy

pomoci tuzky a papiru, v ostatnich piipadech je lepsi algoritmus naprogramovat a pienechat
diinu pocitaci.

Matematickda indukce méa k pocitacovym algoritmim obecné velmi blizko. Podobné jako
v tomto prikladu dikaz casto poskytne navod, jak tlohu rozdélit na mensi casti, které se
zpracuji snadné&ji. Vzdyt také sdm princip matematické indukce je ve své podstaté algoritmus,
ktery nam 1iké, které kroky a za jakych podminek mame provadét.



Priklad 6

Pti vyuce zakladu statistiky jsme se seznamili také s aritmetickym a geometrickym primérem
nékolika hodnot. Pro n kladnych realnych hodnot a; (1 < i < n) definujeme aritmeticky prameér

a1+a2+~~~—|—an
n

Ha =
a geometricky prameér
g = ai.ag.- -+ .ay.

Pro libovolné pfirozené n > 2 a libovolnou n-prvkovou mnozinu kladnych realnych ¢isel plati
pa 2 JG-

Dikaz V zakladnim kroku pro n = 2 mé tvrzeni tvar

CL1+CL2

9 2 \/a1.as.

Po umocnéni obou stran (diky kladnosti obou stran se zachové i znaménko nerovnosti) méame

af + 2a1a9 + a% > 4aqao,
coz dava
a? — 2aias + aj = (a; — az)* > 0.
7 tohoto vyjadreni je platnost nerovnosti zfejma.

Nyni indukci dokdzeme za predpokladu platnosti nerovnosti pro k jeji platnost pro 2k.
Budeme upravovat aritmeticky primér 2k hodnot

artag+---+ay 1fata+---+ay a1+ agot+ -+ ag
HA 2k = =5 2 + 2 .

2k
Kazdy zlomek v zavorce je néjaké kladné realné cislo, takze na pravou stranu miizeme pohli-
zet také jako na aritmeticky primér dvou hodnot, kazda z nich je tvorena jednim zlomkem
v zavorce. Dle zakladniho kroku pouzijeme nerovnost pro dvé hodnoty

N \/cn+a2+---+ak_ak+1+ak+2+---+a2k
HA2k = 2 2 .

Kazdy ze zlomki pod odmocninou predstavuje aritmeticky primér k& hodnot, ktery dle ptred-
pokladu indukéniho kroku miizeme zdola odhadnout pomoci geometrického pruméru

Ha2k = \/\k/al.CLQ.' S g Qg1 Q2.0 * Qo = R/A1.G2.7 * + Ao = UG 2k-

Opakovanim indukéniho kroku ovérime platnost tvrzeni pro n = 4, 8, 16, ... hodnot. Co ale
s ostatnimi mezilehlymi pocty?

Pouzijeme, jak jinak, opét matematickou indukci! Pokusime se z platnosti tvrzeni pro do-
statecné velké k dokazat tvrzeni pro k— 1, tj. pro jeho piedchudce. Jako vhodné k pro zékladni
krok pouzijeme néjakou mocninu 2, pro niz jsme platnost jiz dokazali vyse.

Indukéni krok budeme provadét pro £ > 3, z platnosti pa, > per budeme chtit odvodit
tA k-1 > pak—1- Tvrzeni tedy dle pfedpokladu plati pro libovolnych k kladnych realnych cisel.
Tedy i pro specidlni pripad, kdy vezmu libovolna takova ¢isla ay, as, ..., ar_1 a posledni ¢islo
jako jejich aritmeticky prumér

a1+a2+~--+ak_1
k—1 '

A —



Vyjadieni pro pi4 4 lze upravit na tvar

ap+ -+ ag

_ k-1 _atat-taa
HAE = I = 1 = Q-

CL1+CL2+"'+

Diky platnosti nerovnosti pia, > figr méme

ag > Y ay.ag.: - - .4k
a po vyjadfeni ayg
aZfl Z ay;.ag.. - .Ap—1-

Na obou stranach nerovnice vyjadiime (k — 1)-tou odmocninu (znovu p¥ipominame, Ze na obou
stran&ch nerovnosti mame kladna ¢isla) a dosadime za ay

ap + Qg+ -+ gy

ar = — > VYaq.ag. - .ap_q,

coz je ale pfesné pozadovand nerovnost fiax—1 > g r—1 pro libovolnd kladna realna cisla a,
a7z ap_1. Tim je dokadzana i druhéa indukce, samoziejmé indukcéni krok lze provadét pouze pro
k> 3.

Chceme-li ovéfit platnost pro néjaké urcité n, které neni mocninou 2, pak pomoci prvni
indukce dokédzeme platnost pro nékteré m > n a nasledné se pomoci druhé indukce vratime
zpét k n. Napiiklad pro T'(14) je postup: T(2) = T(4) = T(8) = T(16) = T(15) = T(14).
Timto zpusobem dokadzeme platnost tvrzeni pro libovolné n > 2. O

N

musela piimo zatetelit blahem. V dukazu byla indukce pouzita hned dvakrat, pokazdé v jiném
provedeni. Jednou pro vzristajici indexy s ndsobenim délky kroku, podruhé pro indexy klesajici
s krokem konstantnim, jednou neomezené, podruhé konecna. Zkratka prakticky vse, co jsme
si dosud predvedli, zde bylo pouzito nardz. Za tento krasny dukaz vdécime francouzskému
matematikovi A. L. Cauchymu.

Dodatek Diikaz nerovnosti pro dva c¢leny ma velmi nazornou geometrickou interpretaci, viz
obr. 4. Nad useckou délky a; 4+ as narysujeme Thaletovu kruznici. Jeji polomér je (a; + as)/2,

—

Hp Hg

ay a,

Obrazek 4: Aritmeticky a geometricky priumér pro dva ¢leny.

coz se rovna praveé p4. Pokud ve spolecném bodé obou ¢asti asecky vztycime kolmici, pak jeji
prasecik s kruznici a dva krajni body celkové tsecky vytvareji pravotuhly trojihelnik. V ném
plati Eukleidova véta o vySce aj.ay = pZ, takze tato vyska ma skutetné viznam geometrického
priameéru pg = \/a;.az. Nerovnost pg > pg je evidentni, rovnost nastava pravé pii a; = as.



Priklad 7

V poslednim ptikladu dokdzeme prekvapivé tvrzeni. Vybereme-li libovolnou n-prvkovou mno-
zinu redlnych ¢isel (n # 0, tj. mnozina neni prazdna), pak vSechny jeji prvky jsou stejné.

Dikaz V zakladnim kroku pro n = 1 je tvrzeni trividlné splnéno, nebot mnozina mé pouze
jeden prvek.

Indukéni krok provedeme za predpokladu, Ze pro libovolnou k-prvkovou mnozinu je tvrzeni
splnéno. Mame nyni mnozinu k + 1 libovolnych realnych &isel {aq, aq, . . ., ax, ary1}. Vytvorime
z ni dvé mnoziny o k prvcich nasledovné: {aq, as, ..., ar} a {ao, ..., ax, ary1}. Podle pfedpokladu
jsou vSechny prvky prvni mnoziny stejné, to samé plati i pro druhou mnozinu. Prvni mnozina
v8ak mimo jiné obsahuje i prvek ao, ktery je zaroven prvkem druhé mnoziny. VSechny prvky
obou mnozin jsou tedy stejné jako as, tudiz jsou stejné i vSechny navzajem. Indukéni krok a
nasledné cely dikaz je tim dokoncen. O

Na prvni pohled je ziejmé, Ze tady néco neni v poradku. Vybereme-li napf. mnozinu C¢tyt
realnych &isel {v/2,8,m, €3}, tak jejf cleny v rozporu s tvrzenim stejné nejsou. To znamend, ze
dukaz musi obsahovat chybu. Uz jste ji nalezli?

Problém tkvi v induk¢énim kroku. Pfi pfechodu od k£ = 1 k néaslednikovi vytvorime dvou-
prvkovou mnozinu {ay, as}, kterou dle pokynii rozdélime na dvé {a,} a {as}. V tomto piipadé
nemaji mnoziny zadny spoleény prvek, na jehoz zékladé bychom mohli provést srovnani. Pro
k > 2 je provedeni indukéniho kroku jiz korektni, pro £ = 1 v8ak nikoliv. Tim je vSak cely
ditkaz neplatny.

Pouceni Diikaz matematickou indukci se sklada z nékolika ¢asti. Pro platnost celého postupu
jsou dilezité vSechny jeho ¢ésti, Zzadnou nelze zanedbat ani podcenit. Plati to pro krok zékladni
i pro krok indukéni za vSech pripustnych okolnosti. Cely dikaz bychom mohli p¥ipodobnit
ke stavbé cihlové zdi, kdy na betonové zaklady (zakladni krok) postupné piidavame vrstvy
cihel (opakovéani indukéniho kroku). Pokud jsou Spatné zéklady nebo néktera vrstva cihel je
nekvalitni, cela zed se zbofi.

Z.aver

Spole¢né jsme prosli fesenim nékolika pfikladi pomoci matematické indukce. V prubéhu nasi
cesty jsme potkali tuto metodu v riznych podobach, které se od popisu zvérejnéného v ivodu
v rlizné mifte odlisuji. Pfirozené se nabizi otazka, jak popis aktualizovat tak, aby zahrnul vSechny
studované piipady. Odpovéd by mohla znit kupfikladu nasledovné.

Matematicka indukce Mame mnozinu A a pro vSechny jeji prvky a, chceme dokazat tvr-
zeni T. Pokud se nam podafi sefadit vSechny prvky mmnoziny do posloupnosti {a,}, mizeme
provést diitkaz pomoci matematické indukce. Postupujeme ve dvou krocich:

e Zikladni krok Libovolnym zpusobem dokazeme tvrzeni T'(ay).

e Indukcni krok Pokud ma prvek a; v mnoziné A naslednika, pak za predpokladu platnosti
tvrzeni T'(a;) pro vSechna 1 < i < k ovéfime platnost T'(ag.1) pro jeho néslednika, na
konkrétnim zptisobu opét nezélezi.

Tvrzeni T dle zakladniho kroku plati pro a,. Podle indukéniho kroku z toho vyplyvéa, ze plati
i pro jeho naslednika, tj. pro as. Z platnosti 7'(a1) i T'(az) miuzeme indukénim krokem dokazat
platnost 7T'(a3). Nyni jiz vime, Ze tvrzeni plati pro ay, as a az, indukénim krokem dokazeme



T(a4). Opakovanim induk¢éniho kroku postupné ovéiime platnost tvrzeni pro vSechny prvky
mnoziny A. O

Zasadni podminkou pro pouziti matematické indukce na né¢jaké mnoziné je moznost usporadani
jejich prvkia do posloupnosti, tj. musi existovat prvni ¢len a také néjaka relace urcujici poradi
vgech ostatnich prvka?. MnoZina A p¥itom muZe byt koneéna i nekonecna.

Na tplny zavér lze sotva poptat néco jiného, nez mnoho tspéchu pii vSech budoucich dikazech
metodou matematické indukce.
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