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2 /2 neni racionalni &islo

V2 je nepochybné ¢&islo, které ma dobry vyznam. Pravé tak dlouhou hranu mé ¢tverec, jehos
obsah je roven dvéma plosnym jednotkdm. Z Pythagorovy véty vyplyva, ze pravé takovou délku
ma piepona pravoihlého trojihelnika s odvésnami délky jedna. Jiz stari Rekové na zéklads toho
uméli v/2 geometricky sestrojit. A titiZ si také nejen polozili otazku, zda lze /2 zapsat jako
zlomek, ale zaroven nalezli i odpovéd. Ke svému velkému piekvapeni zjistili, Ze to neni mozné.

Algebraicky dikaz

Budeme dokazovat sporem. Na zacatku tedy predpokladejme, Ze v/2 lze zapsat jako zlomek p/q
v zakladnim tvaru. Je zfejmé!, 7e 1 < v/2 < 2. Pro kladny zlomek v zakladnim tvaru jsou pi ¢
nesoudélnd prirozena ¢isla. Umocnénim vychoziho vztahu dostaneme

2
p , <
2==— apo upravé 2¢% = p*.
q
To znamend, 7e Ctverec ¢isla p je sudé ¢islo, coz je mozné jen tehdy, pokud samotné p je sudé.
Kazdé sudé ¢islo lze zapsat jako 2m pro néjaké prirozené m. Dosazenim mame

2¢° = (2m)* = 4m* a po vydéleni 2 ¢* = 2m?.

Na zakladé stejné tvahy nyni vidime, zZe i ¢ je sudé a lze jej zapsat jako 2n pro n pfirozené.
Vychozi zlomek p/q lze tedy kratit 2 na tvar m/n, coz je ale v rozporu s predpokladem, ze
zlomek p/q je v zakladnim tvaru. Z toho vyplyva, ze /2 nelze zapsat jako zlomek a tudiz se
jedna o ¢islo iracionalni.

Geometricky diikaz

Moznost zapsat pomér dvou délek jako zlomek znamené v TeCi geometrie to, Ze existuje jejich
spole¢na mira, tj. existuje néjaka tisecka vhodné délky tak, ze obé pomérované délky lze vyjadrit
jako celo¢iselny nasobek miry?.

Vyjdeme ze skute¢nosti, Ze pomér thlop¥icky a strany ¢tverce je pravé v/2. Predpokladejme
nyni, zZe tsecky a a b na obr. 1 jako thlopiicka a strana ¢tverce maji spoleénou miru m. Na
uhlopiicku naneseme stranu ¢tverce a v koncovém bodé vzty¢ime kolmici. Pomoci tohoto bodu
a prusec¢iku kolmice se stranou ¢tverce zkonstruujeme mensi ¢tverec (na obrazku cervené).

Nepochybné plati « —b = s a b — s = r. Uhlopfitka a i strana b modrého ¢tverce maji
spole¢nou miru m, proto i jejich rozdil s lze vyjadiit jako celo¢iselny nasobek m stejné tak i
r jako rozdil b a s, s = (p — g)m a r = (2¢ — p)m. Zjistili jsme tedy, Ze uhlopficka i strana
mensiho (Cerveného) ¢tverce maji stejnou spole¢nou miru m. Zaroven vsak plati, ze r/s = a/b,
nebot vSechny ¢tverce jsou si navzajem podobné.

Nyni mtuzeme opakovat konstrukci dalsiho ¢tverce pouze s tim rozdilem, ze za vychozi vez-
meme Cerveny ¢tverec. Beze zmény mizeme znovu pouzit veskeré argumenty piedchoziho od-
stavce a tim odvodime, Ze i Ghlopficka a strana nového ¢tverce maji miru m. Postup muzeme

1V pravouhlém trojuhelniku s odvésnami 1 a pfeponou v/2 je piepona vétsi nez jedna odvésna, ale mensi ne
jejich soucet.

2Mame-li tedy tsecky délek a a b, znamena existence miry m skutecnost, Ze pro né&jaka pfirozena p a ¢ plati
a=pm ab=gm.Pomér a/b = p/q a je ziejmé, Ze je to racionélni &islo. Takové tsecky nazyvame souméftitelné.



Obrazek 1: Konstrukce pro ditkaz iracionality v/2.

znovu a znovu opakovat, ¢imz konstruujeme stale mensi a mensi ¢tverce. Nepochybné v nékte-
rém kroku nastane situace, ze tihlopticka i strana nového ¢tverce budou mensi nez m, z ¢ehoz
vyplyva, Ze je nelze vyjadrit jako celo¢iselny nasobek m. Zde jsme dospéli ke sporu, coz znamené,
ze spole¢na mira thlopficky a strany ¢tverce neexistuje a pomér a/b nelze vyjadfit racionalnim
¢islem.

Dvéma raznymi zpusoby (oba pochézeji jiz od starofeckych matematiki) jsme tedy proka-
zali, 7e /2 je iracionalni ¢islo a tudiZ i to, Ze takova &isla existuji!



