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√
2 není racionální £íslo

√
2 je nepochybn¥ £íslo, které má dobrý význam. Práv¥ tak dlouhou hranu má £tverec, jehoº

obsah je roven dv¥ma plo²ným jednotkám. Z Pythagorovy v¥ty vyplývá, ºe práv¥ takovou délku
má p°epona pravoúhlého trojúhelníka s odv¥snami délky jedna. Jiº sta°í �ekové na základ¥ toho
um¥li

√
2 geometricky sestrojit. A titíº si také nejen poloºili otázku, zda lze

√
2 zapsat jako

zlomek, ale zárove¬ nalezli i odpov¥¤. Ke svému velkému p°ekvapení zjistili, ºe to není moºné.

Algebraický d·kaz

Budeme dokazovat sporem. Na za£átku tedy p°edpokládejme, ºe
√
2 lze zapsat jako zlomek p/q

v základním tvaru. Je z°ejmé1, ºe 1 <
√
2 < 2. Pro kladný zlomek v základním tvaru jsou p i q

nesoud¥lná p°irozená £ísla. Umocn¥ním výchozího vztahu dostaneme

2 =
p2

q2
a po úprav¥ 2q2 = p2.

To znamená, ºe £tverec £ísla p je sudé £íslo, coº je moºné jen tehdy, pokud samotné p je sudé.
Kaºdé sudé £íslo lze zapsat jako 2m pro n¥jaké p°irozené m. Dosazením máme

2q2 = (2m)2 = 4m2 a po vyd¥lení 2 q2 = 2m2.

Na základ¥ stejné úvahy nyní vidíme, ºe i q je sudé a lze jej zapsat jako 2n pro n p°irozené.
Výchozí zlomek p/q lze tedy krátit 2 na tvar m/n, coº je ale v rozporu s p°edpokladem, ºe
zlomek p/q je v základním tvaru. Z toho vyplývá, ºe

√
2 nelze zapsat jako zlomek a tudíº se

jedná o £íslo iracionální.

Geometrický d·kaz

Moºnost zapsat pom¥r dvou délek jako zlomek znamená v °e£i geometrie to, ºe existuje jejich
spole£ná míra, tj. existuje n¥jaká úse£ka vhodné délky tak, ºe ob¥ pom¥°ované délky lze vyjád°it
jako celo£íselný násobek míry2.

Vyjdeme ze skute£nosti, ºe pom¥r úhlop°í£ky a strany £tverce je práv¥
√
2. P°edpokládejme

nyní, ºe úse£ky a a b na obr. 1 jako úhlop°í£ka a strana £tverce mají spole£nou míru m. Na
úhlop°í£ku naneseme stranu £tverce a v koncovém bod¥ vzty£íme kolmici. Pomocí tohoto bodu
a pr·se£íku kolmice se stranou £tverce zkonstruujeme men²í £tverec (na obrázku £erven¥).

Nepochybn¥ platí a − b = s a b − s = r. Úhlop°í£ka a i strana b modrého £tverce mají
spole£nou míru m, proto i jejich rozdíl s lze vyjád°it jako celo£íselný násobek m stejn¥ tak i
r jako rozdíl b a s, s = (p − q)m a r = (2q − p)m. Zjistili jsme tedy, ºe úhlop°í£ka i strana
men²ího (£erveného) £tverce mají stejnou spole£nou míru m. Zárove¬ v²ak platí, ºe r/s = a/b,
nebo´ v²echny £tverce jsou si navzájem podobné.

Nyní m·ºeme opakovat konstrukci dal²ího £tverce pouze s tím rozdílem, ºe za výchozí vez-
meme £ervený £tverec. Beze zm¥ny m·ºeme znovu pouºít ve²keré argumenty p°edchozího od-
stavce a tím odvodíme, ºe i úhlop°í£ka a strana nového £tverce mají míru m. Postup m·ºeme

1V pravoúhlém trojúhelníku s odv¥snami 1 a p°eponou
√
2 je p°epona v¥t²í neº jedna odv¥sna, ale men²í neº

jejich sou£et.
2Máme-li tedy úse£ky délek a a b, znamená existence míry m skute£nost, ºe pro n¥jaká p°irozená p a q platí

a = pm a b = qm. Pom¥r a/b = p/q a je z°ejmé, ºe je to racionální £íslo. Takové úse£ky nazýváme soum¥°itelné.



Obrázek 1: Konstrukce pro d·kaz iracionality
√
2.

znovu a znovu opakovat, £ímº konstruujeme stále men²í a men²í £tverce. Nepochybn¥ v n¥kte-
rém kroku nastane situace, ºe úhlop°í£ka i strana nového £tverce budou men²í neº m, z £ehoº
vyplývá, ºe je nelze vyjád°it jako celo£íselný násobekm. Zde jsme dosp¥li ke sporu, coº znamená,
ºe spole£ná míra úhlop°í£ky a strany £tverce neexistuje a pom¥r a/b nelze vyjád°it racionálním
£íslem.

Dv¥ma r·znými zp·soby (oba pocházejí jiº od staro°eckých matematik·) jsme tedy proká-
zali, ºe

√
2 je iracionální £íslo a tudíº i to, ºe taková £ísla existují!


