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3 Odmocniny p°irozených £ísel

V p°edchozím díle na²eho seriálu jsme si ukázali, ºe
√
2 je iracionální £íslo. Zdá se tedy, ºe

odmocniny dal²ích p°irozených £ísel jsou vhodnými kandidáty na dal²í iracionální £ísla. Budeme
se jim v¥novat v následujícím textu, p°i£emº se neomezíme pouze na druhou odmocninu, ale
uváºíme i odmocniny vy²²ích stup¬·.

P°edm¥tem na²eho zkoumání tedy budou výrazy n
√
x, kde n i x jsou p°irozená £ísla ≥ 2.

D·kaz sporem se nám minule osv¥d£il, zkusíme jej pouºít i tentokrát. P°edpokládejme tedy, ºe
m·ºeme poloºit

n
√
x =

p

q

pro n¥jaká p°irozená £ísla p a q, p°i£emº zlomek p/q je v základním tvaru. Ob¥ strany rovnice
umocníme na n-tou

x =
pn

qn

a vhodn¥ vynásobíme

xqn−1 =
pn

q
.

Z hodin matematiky víme, ºe kaºdé p°irozené £íslo (v¥t²í neº 1) lze jednozna£n¥ rozloºit na
sou£in prvo£íselných £initel·1. Nech´ tedy takové rozklady jsou p = p1. · · · .pr a q = q1. · · · .qs,
p°i£emº n¥který faktor se v rozkladu m·ºe i vícenásobn¥ opakovat. Je d·leºité si uv¥domit, ºe
ºádný z faktor· qi nem·ºe být shodný s ºádným faktorem pi. Pokud by taková shoda nastala,
zlomek p/q by bylo moºné krátit, coº je v rozporu s tím, ºe je v základním tvaru. Není-li moºné
provést krácení ve zlomku p/q, nelze krátit ani pn/q, nebo´ rozklad £itatele obsahuje stejné
faktory pi, pouze jejich násobnost se li²í. Zam¥°íme nyní svou pozornost na poslední rovnici. Na
levé stran¥ vystupuje £len xqn−1, coº je jist¥ n¥jaké p°irozené £íslo. Aby byla spln¥na uvedená
rovnost, musí i pravá strana pn/q být £íslo p°irozené. Zlomek je v základním tvaru, takºe tuto
podmínku lze splnit pouze tehdy, je-li q = 1. Pro q 6= 1 rovnici nelze splnit, £ímº jsme dosáhli
sporu s výchozím p°edpokladem.

Shr¬me nyní, co získané výsledky znamenají. Bu¤ pro n¥jaké p°irozené £íslo p platí, ºe
x = pn, nebo je n

√
x iracionální £íslo. Jinak °e£eno, v¥t²ina odmocnin p°irozených £ísel jsou £ísla

iracionální. Platí to nejen pro druhé odmocniny, ale i pro odmocniny vy²²ích °ád·. Výjimkou
jsou taková £ísla x, která jsou n-tou mocninou jiného p°irozeného £ísla.

Dosavadní výsledky mohou slouºit i pro d·kaz iracionality dal²ích £ísel, p°íkladem m·ºe být√
2+
√
3. Pro d·kaz sporem p°edpokládejme, ºe pro n¥jaká p°irozená £ísla p a q m·ºeme zapsat

√
2 +
√
3 =

p

q
.

Umocníme ob¥ strany

2 + 2
√
2.
√
3 + 3 =

p2

q2

a postupn¥ upravujeme

5 + 2
√
6 =

p2

q2

1Toto tvrzení se £asto nazývá základní v¥ta aritmetiky, jeho kompletní d·kaz jsme p°i výuce neprovád¥li.

Postup d·kazu zájemci naleznou nap°. na http://www.gym-so.cz/personal/stefanova/aritmetika.



√
6 =

p2 − 5q2

2q2
.

Výraz na pravé stran¥ poslední rovnice je nepochybn¥ racionální £íslo, v p°edchozím jsme
v²ak dokázali, ºe

√
6 je iracionální. Tím jsme se dostali do sporu s po£áte£ním p°edpokladem.

Prokázali jsme tedy, ºe £íslo
√
2 +
√
3 je iracionální. Analogicky lze postupovat i pro sou£et £i

rozdíl odmocnin °ady jiných £ísel.

Zjistili jsme, ºe iracionalita £ísla
√
2 není nijak výjime£ná vlastnost, takových £ísel dokáºeme

sestrojit velmi mnoho, dokonce libovoln¥ mnoho. Jako n¥kolik p°íklad· mohou poslouºit
√
3,

3
√
2, 4
√
15, 691

√
34 nebo

√
17 000 000 000. Vezmeme-li nap°íklad prvo£ísla2, pak v²echny jejich

druhé, t°etí, £tvrté, ..., libovolné odmocniny jsou iracionální £ísla3.

2po£et prvo£ísel je neomezený
3Prvo£íslo lze rozloºit pouze jako sou£in 1 a sebe samého, tudíº ho nikdy nelze vyjád°it ve tvaru pn, pro

n ≥ 2.


