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3 Odmocniny prirozenych cisel

V predchozim dile naseho serialu jsme si ukazali, Ze v/2 je iracionalni ¢islo. Zda se tedy, Ze
odmocniny dalsich ptirozenych ¢isel jsou vhodnymi kandidaty na dalsi iracionélni ¢isla. Budeme
se jim vénovat v nasledujicim textu, pricemz se neomezime pouze na druhou odmocninu, ale
uvazime i odmocniny vyssich stupn.

Pfedmétem nageho zkoumani tedy budou vyrazy {/x, kde n i x jsou piirozena ¢isla > 2.
Diikaz sporem se ndm minule osvédcil, zkusime jej pouzit i tentokrat. Predpokladejme tedy, ze
miizeme polozit
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pro n&jaka piirozena ¢isla p a g, pficemz zlomek p/q je v zakladnim tvaru. Obé& strany rovnice
umocnime na n-tou
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Z hodin matematiky vime, 7ze kazdé piirozené Cislo (vétsi nez 1) lze jednoznacéné rozlozit na
sou¢in prvociselnych ¢initeli!. Necht tedy takové rozklady jsou p =pi. - .praqg=q. - .qs,

pricemz néktery faktor se v rozkladu muze i vicenasobné opakovat. Je dilezité si uvédomit, ze
zadny z faktort ¢; nemiize byt shodny s zadnym faktorem p;. Pokud by takova shoda nastala,
zlomek p/q by bylo mozné kratit, coz je v rozporu s tim, Ze je v zdkladnim tvaru. Neni-li mozné
provést kraceni ve zlomku p/q, nelze kratit ani p"/q, nebot rozklad ¢itatele obsahuje stejné
faktory p;, pouze jejich nasobnost se lisi. Zameérime nyni svou pozornost na posledni rovnici. Na
levé strand vystupuje ¢len x¢™!, coZ je jisté n&jaké prirozené ¢islo. Aby byla splnéna uvedena
rovnost, musi i prava strana p”/q byt ¢islo pfirozené. Zlomek je v zakladnim tvaru, takze tuto
podminku lze splnit pouze tehdy, je-li ¢ = 1. Pro ¢ # 1 rovnici nelze splnit, ¢imz jsme dosahli
sporu s vychozim predpokladem.

Shriime nyni, co ziskané vysledky znamenaji. Bud pro néjaké piirozené ¢islo p plati, Ze
x = p", nebo je {/x iracionalni ¢islo. Jinak fefeno, vét§ina odmocnin piirozenych ¢isel jsou &isla
iracionalni. Plati to nejen pro druhé odmocniny, ale i pro odmocniny vyssich fadu. Vyjimkou
jsou takova cisla x, kterd jsou n-tou mocninou jiného ptirozeného cisla.

Dosavadni vysledky mohou slouzit i pro dikaz iracionality dalSich cisel, piikladem mitize byt
V24/3. Pro ditkaz sporem piedpokladejme, Ze pro néjaka piirozena &isla p a ¢ miizeme zapsat
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Umocnime obé strany
2+2v2./34+3 = Zz
a postupné upravujeme
5+2v6 = Sz

IToto tvrzeni se ¢asto nazyva zakladni véta aritmetiky, jeho kompletni dikaz jsme pii vyuce neprovadéli.
Postup diikazu zajemci naleznou napf. na http://www.gym-so.cz/personal/stefanova/aritmetika.
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Vyraz na pravé strané posledni rovnice je nepochybné racionalni ¢islo, v pfedchozim jsme
vsak dokazali, Ze v/6 je iracionalni. Tim jsme se dostali do sporu s pocate¢nim piedpokladem.
Prokazali jsme tedy, 7e ¢islo v/2 4+ v/3 je iracionalni. Analogicky lze postupovat i pro soucet ¢
rozdil odmocnin fady jinych ¢isel.

Zjistili jsme, Ze iracionalita ¢isla v/2 neni nijak vyjime¢na vlastnost, takovych ¢isel dokazeme
sestrojit velmi mnoho, dokonce libovolné mnoho. Jako nekolik piikladi mohou poslouzit v/3,
V2, V15, °¥/34 nebo +/17000000000. Vezmeme-li napiiklad prvocisla?, pak vSechny jejich

druhé, tieti, étvrté, ..., libovolné odmocniny jsou iracionalni ¢isla®.

2pocet prvodisel je neomezeny
3Prvoéislo lze rozlozit pouze jako soudin 1 a sebe samého, tudiz ho nikdy nelze vyjadfit ve tvaru p”, pro
n > 2.



