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4 Eulerovo £íslo e
�íslo, které v¥t²inou nazýváme Eulerovo a ozna£ujeme e, si na²lo cestu do matematiky aº v 17.
století. Od té doby se v²ak pravideln¥ objevuje v jejích nejr·zn¥j²ích odv¥tvích a p°edstavuje
jednu z nejd·leºit¥j²ích matematických konstant v·bec. O jeho výjime£nosti sv¥d£í nap°. i to,
ºe práv¥ funkce f(x) = ex je (aº na multiplikativní konstantu) jediná nekonstatní funkce, která
p°i derivování p°echází na sebe samu.

�íslo e je moºné de�novat n¥kolika alternativními zp·soby, jeden z nich je pomocí n¥kone£né
°ady

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · =

∞∑
i=0

1

i!
.

V²echny £leny °ady jsou kladné, posloupnost £áste£ných sou£t· je tedy rostoucí. Tuto °adu lze
zhora omezit pomocí geometrické °ady (to se snadno ov¥°í porovnáním odpovídajících £len·)
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kterou snadno se£teme s výsledkem 4. Pokud je posloupnost £áste£ných sou£t· rostoucí a záro-
ve¬ omezená, znamená to, ºe °ada konverguje a tudíº uvedená de�nice má dobrý smysl. Dolní
odhad hodnoty e získáme z prvních dvou £len· °ady (e > 1 + 1

1!
= 2). Horní odhad pomocí

geometrické °ady je²t¥ vylep²íme, pokud její první £len nahradíme 1. Pak v²echny £leny jsou
v¥t²í neº odpovídající £leny °ady pro e s výjimkou prvních t°í, které jsou shodné. Z toho plyne,
ºe 2 < e < 3. Otázka, kterou si nyní klademe, zní, zda Eulerovo £íslo je racionální £i iracionální.

Iracionalitu e budeme dokazovat sporem, to se nám jiº opakovan¥ osv¥d£ilo. P°edpokládejme
tedy, ºe e je racionální a tudíº jej m·ºeme zapsat jako zlomek p/q, ve kterém jsou £itatel i
jmenovatel n¥jaká p°irozená £ísla (q 6= 1). V rovnici
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p°i£emº jsme ozna£ili
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�len p(q− 1)! na pravé stran¥ rovnice je nepochybn¥ n¥jaké p°irozené £íslo, rovn¥º tak i sou£in
na levé stran¥ rovnice1. Z uvedené rovnosti plyne, ºe i výraz Rq musí být p°irozeným £íslem
(rozhodn¥ je kladný, nebo´ je sou£tem kladných £len·).

1Roznásobíme závorku a v kaºdém s£ítanci máme podíl faktoriál·, p°i£emº argument ve jmenovateli není
nikdy v¥t²í. Zlomek m·ºeme krátit v²emi faktory jmenovatele (rozhodn¥ jsou obsaºeny i v q!) a vyjde nám
n¥jaké p°irozené £íslo. Konkrétn¥ nap°. pro q > 3
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Budeme upravovat £len Rq
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a zkusíme odhadnout jeho velikost
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Na pravé stran¥ nerovnosti máme geometrickou °adu s prvním £lenem 1/(q + 1) a kvocientem
také 1/(q + 1). Její sou£et snadno vypo£teme, takºe dostáváme horní odhad ve tvaru
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Jmenovatel q v odhadu je nepochybn¥ v¥t²í neº 1. Jiº d°íve jsme odvodili, ºe Rq je (kladné)
p°irozené £íslo, z poslední nerovnosti v²ak máme, ºe Rq < 1/q < 1. Zde jsme narazili na dva
protich·dné poºadavky, z £ehoº vyplývá, ºe Eulerovo £íslo e není moºné zapsat jako zlomek,
jedná se tedy o £íslo iracionální.


