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4 FEulerovo ¢islo e

éislo, které vétsinou nazyvame Eulerovo a oznacujeme e, si naslo cestu do matematiky az v 17.
stoleti Od té doby se vSak pravidelné objevuje v jejich nejrﬁznéjéich odvétvich a pfedstavuje
ze pravé funkce f(x) = e® je (a7 na multiplikativni konstantu) jedina nekonstatni funkce, ktera
pri derivovani prechazi na sebe samu.

Cislo e je mozné definovat nékolika alternativnimi zptsoby, jeden z nich je pomoci nékone¢né
rady
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Vsechny ¢leny fady jsou kladné, posloupnost ¢astecnych souctii je tedy rostouci. Tuto fadu lze
zhora omezit pomoci geometrické fady (to se snadno ovéii porovnanim odpovidajicich ¢lent)
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kterou snadno sec¢teme s vysledkem 4. Pokud je posloupnost ¢astec¢nych souctii rostouci a zaro-
venl omezend, znamend to, ze fada konverguje a tudiz uvedena definice ma dobry smysl. Dolni
odhad hodnoty e ziskdme z prvnich dvou ¢leni fady (e > 1+ % = 2). Horni odhad pomoci
geometrické fady jesté vylepsime, pokud jeji prvni ¢len nahradime 1. Pak vSechny ¢leny jsou
vétsi nez odpovidajici ¢leny fady pro e s vyjimkou prvnich tii, které jsou shodné. Z toho plyne,
7e 2 < e < 3. Otazka, kterou si nyni klademe, zni, zda Eulerovo ¢islo je racionélni ¢i iracionalni.

Iracionalitu e budeme dokazovat sporem, to se nam jiz opakované osvédcilo. Predpokladejme
tedy, ze e je racionalni a tudiz jej miuzeme zapsat jako zlomek p/q, ve kterém jsou ¢itatel i
jmenovatel néjaka prirozena ¢isla (¢ # 1). V rovnici
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pri¢emz jsme oznacili
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Clen p(q — 1)! na pravé strané rovnice je nepochybné néjaké piirozené ¢islo, rovnéz tak i soucin
na levé strané rovnice'. Z uvedené rovnosti plyne, 7e i vyraz R, musi byt pfirozenym ¢islem
(rozhodné je kladny, nebot je sou¢tem kladnych ¢lenti).

'Roznésobime zavorku a v kazdém séitanci mame podil faktorialii, p¥icem? argument ve jmenovateli neni
nikdy vétsi. Zlomek miZzeme kratit vSemi faktory jmenovatele (rozhodné jsou obsaZeny i v ¢!) a vyjde ndm
néjakeé pfirozené ¢islo. Konkrétné napt. pro ¢ > 3
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Budeme upravovat ¢len R,

R, = ¢ + ¢ + ¢ +--e = ! + ! + ! +ee
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a zkusime odhadnout jeho velikost
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Na pravé strané nerovnosti mame geometrickou fadu s prvnim ¢lenem 1/(g + 1) a kvocientem
také 1/(q + 1). Jeji soucet snadno vypocteme, takze dostavame horni odhad ve tvaru
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Jmenovatel ¢ v odhadu je nepochybné vétsi nez 1. Jiz dfive jsme odvodili, ze R, je (kladné)
piirozené ¢islo, z posledni nerovnosti v8ak mame, ze R, < 1/q < 1. Zde jsme narazili na dva
protichidné pozadavky, z ¢ehoz vyplyva, ze FEulerovo ¢islo e neni mozné zapsat jako zlomek,
jedna se tedy o ¢islo iracionalni.



