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5 Logaritmy

Logaritmy byly objeveny na za£átku 17. století a jiº záhy byl rozpoznán jejich ohromný význam
pro usnadn¥ní v¥deckých a technických výpo£t·. V tomto ohledu jiº logaritmy vyklidily pole ve
prosp¥ch kalkula£ek a po£íta£·, ale p°esto z·staly velmi d·leºitou sou£ástí dne²ní matematiky.

Je aº p°ekvapiv¥ snadné dokázat, ºe logaritmy p°irozených £ísel se základem, který je rovn¥º
p°irozený (≥ 2), jsou �v¥t²inou� iracionální £ísla (konkrétní význam slova �v¥t²inou� vyplyne
z d·kazu tvrzení níºe v textu).

Nejprve se budeme zabývat £íslem log 2. Patrn¥ jiº nikoho nep°ekvapí, ºe budeme dokazovat
sporem a tedy budeme p°edpokládat, ºe log 2 lze zapsat jako zlomek

log 2 =
p

q
.

Vlastnosti logaritmické funkce jsme v hodinách dostate£n¥ podrobn¥ probírali, takºe víme, ºe
rovnici lze upravit na tvar

2 = 10
p
q

a po umocn¥ní na q dostaneme
2q = 10p.

P°ipome¬me, ºe p a q jsou p°irozená £ísla (log 2 je kladný). Ob¥ strany rovnice jsou tedy n¥jaká
p°irozená £ísla, p°i£emº je z°ejmé, ºe £íslo na levé stran¥ rozhodn¥ není d¥litelné 5, zatímco
£íslo napravo d¥litelné 5 ur£it¥ je. Nemohou se rovnat, £ímº jsme dosáhli sporu. Z n¥j vyplývá,
ºe log 2 je iracionální £íslo.

Nyní podrobíme zkoumání logaritmy p°irozených £ísel o základu 2. Op¥t vyjdeme z p°ed-
pokladu, ºe m·ºeme psát

log2 x =
p

q
.

Po stejných úpravách jako vý²e dostáváme

x = 2
p
q a xq = 2p.

Op¥t uváºíme, ºe na obou stranách poslední rovnice stojí n¥jaká p°irozená £ísla. O nich víme, ºe
dle základní v¥ty aritmetiky je lze jednozna£n¥ rozloºit na sou£in prvo£initel·. Protoºe na pravé
stran¥ se nevyskytují jiní £initelé neº 2, musí i x na levé stran¥ být sloºeno pouze z násobk· 2.
Pokud ho zapí²eme jako x = 2n pro n¥jaké p°irozené n, dostaneme z porovnání exponent·
nq = p a tedy

n =
p

q
.

To znamená, ºe rovnici log2 x = p
q
lze splnit jedin¥ tehdy, pokud x = 2n pro n¥jaké p°irozené n.

V tomto p°ípad¥ je log2 x = n p°irozené £íslo. Pro x 6= 2n jsme dosáhli sporu s výchozím
p°edpokladem a log2 x je £íslo iracionální1.

D·kaz, který jsme provedli pro logaritmy o základu 2, lze naprosto shodn¥ zopakovat pro
libovolný prvo£íselný základ (3, 5, 7, 11, ...). Je-li základ £íslo sloºené, je t°eba d·kaz jen velmi
mírn¥ modi�kovat2.

1tímto je vysv¥tlen význam vý²e pouºitého �v¥t²inou�: vºdy, kdy argument logaritmu není n¥jakou mocninou
jeho základu

2Základ logaritm· rozloºíme na prvo£initele (víme, ºe takový rozklad je jednozna£ný) a poºadujeme, aby
výraz xq byl sloºen ze v²ech prvo£initel· ve správné násobnosti.


