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7 Sestavte si svoje iracionální £íslo

Doposud jsme se zabývali tím, ºe jsme pro ur£itá £ísla dokazovali, ºe jsou iracionální. Zkusme
nyní p°istoupit k problému tak trochu z druhé strany. Budeme se snaºit vytvo°it n¥jaká £ísla
takovým zp·sobem, aby byla iracionální.

Existuje n¥jaké obecné pravidlo, jak rozli²it racionální a iracionální £ísla? Odpov¥¤ je
kladná, jednou z moºností je zkoumat desetinný zápis £ísla. Víme, ºe celá £ísla desetinnou
£ást v·bec nemají, zlomky mají desetinný rozvoj bu¤ kone£ný nebo nekone£ný, ale v tomto
p°ípad¥ je jeho koncová £ást periodická. Zárove¬ jsme se u£ili, jak takový periodický rozvoj
p°evést zp¥t na zlomek. A zbývá poslední moºnost, ºe desetinný rozvoj není nikde ukon£en a
p°itom není periodický. V tomto p°ípad¥ máme iracionální £íslo. Uve¤me nejprve p°íklad ke
kaºdé variant¥1:

5 5, 000000000000... celé £íslo
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1, 375000000000... racionální £íslo s kone£ným desetinným rozvojem
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4, 132727272727... racionální £íslo s nekone£ným periodickým rozvojem

π 3, 141592653589... iracionální £íslo

Vý²e popsané pravidlo nám nikterak neposlouºí p°i d·kazu iracionality nap°. £ísla 3
√
15

nebo π. Dnes s pomocí po£íta£· je sice umíme vypo£ítat na mnoho miliard £íslic, ale nikde tím
není zaru£eno, ºe se na dal²ích místech neobjeví periodicita. Tady jsou d·kazy, které jsme si
ukázali, nezastupitelné. Na druhé stran¥ pro konstrukci iracionálních £ísel je toto pravidlo tím
pravým nástrojem.

Na²í snahou nyní bude sestavit £íslo s nekone£ným desetinným rozvojem, který v²ak (na
svém záv¥ru) není periodický. Moºná se zdá, ºe zadané podmínky jsou £áste£n¥ protich·dné
(Jak je moºné popsat nekone£nou °adu £íslic bez vyuºití periodicity?), ale následující odstavce
nás p°esv¥d£í, ºe je skloubit lze.

• Uvaºujme £íslo s takovýmto desetinným zápisem

N1 = 0, 11000 10000 00000 00000 00010 00000 00000 00000 00000 00000... .

Jeho desetinná £ást se skládá ze samých nul, pouze na pozicích odpovídajících faktoriál·m
p°irozených £ísel2 je jedni£ka. Je moºné ho tedy zapsat jako
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�ísloN1 se £asto nazývá Liouvillova konstanta na po£est francouzského matematika, který
se podrobn¥ zabýval £ísly zapsanými ve tvaru
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1Pro úplnost je t°eba uvést, ºe nap°. £íslo 11
8 je moºné zapsat i periodickým rozvojem 1, 37499999... (rovnost

snadno ov¥°íme se£tením periodické £ásti jako geometrické °ady). Krom¥ obdobných p°ípad· (kdy desetinný
rozvoj je prázdný nebo kone£ný) je zápis jednozna£ný.

2tj. na pozicích 1, 2, 6, 24, 120, ...



pro n¥jaké p°irozené b ≥ 2 a libovolnou posloupnost {an}, jejíº £leny jsou tvo°eny pouze
£ísly 0 aº b − 1. P°i pohledu na N1 je jiº z°ejmé, ºe rozvoj je skute£n¥ nekone£ný a
zárove¬ nem·ºe být periodický, nebo´ po£et nul mezi sousedními jedni£kami neustále
nar·stá. Velkou výhodou t¥chto £ísel je skute£nost, ºe je lze zapsat relativn¥ jednoduchou
matematickou formulí a tím je studovat a pouºívat p°i r·zných výpo£tech.

• Podobn¥ vytvo°íme dal²í £ísla, sta£í nahradit funkci n! jinou vhodnou, nap°. n2 nebo 2n.
V prvním p°ípad¥ budou jedni£ky na pozicích 1, 4, 9, 16, 25, ...

N2 = 0, 10010 00010 00000 10000 00001 00000 00000 10000 00000 00010... ,

ve druhém na pozicích 1, 2, 4, 8, 16, ...

N3 = 0, 11010 00100 00000 10000 00000 00000 01000 00000 00000 00000... .

I v tomto p°ípad¥ existují jednoduché zápisy t¥chto £ísel
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Samoz°ejm¥ m·ºeme v £itateli pouºít dvojky £i sedmi£ky, st°ídat ²estky s devítkami nebo
cyklicky m¥nit £ísla od jedné do devíti. V tomto se va²í p°edstavivosti meze nekladou.

• Neomezenou posloupnost £íslic bez periodicity lze tvo°it také následujícími zp·soby. Bu-
deme vkládat postupn¥ jednu jedni£ku, dv¥ jedni£ky, t°i, £ty°i, atd., p°i£emº mezi n¥ vºdy
vloºíme odd¥lovací nulu

N4 = 0, 10110 11101 11101 11110 11111 10111 11110 11111 11101 11111...

nebo odd¥lovacích nul bude vºdy stejn¥ jako jedni£ek

N5 = 0, 10110 01110 00111 10000 11111 00000 11111 10000 00111 11110... .

Jinou moºností je zapisovat po £íslicích za sebou p°irozená £ísla od jedné vý²e, p°ípadn¥
je op¥t odd¥lovat nulou

N6 = 0, 12345 67891 01112 13141 51617 18192 02122 23242 52627 28293...

N7 = 0, 10203 04050 60708 09010 01101 20130 14015 01601 70180 19020... .

Vzr·stající posloupnost p°irozených £ísel m·ºeme zam¥nit za mocniny 2

N8 = 0, 10204 08016 03206 40128 02560 51201 02402 04804 09608 19201...

nebo za £leny Fibonacciho posloupnosti3

N9 = 0, 10102 03050 80130 21034 05508 90144 02330 37706 10098 70159... .

• Pro vytvo°ení neperiodické posloupnosti m·ºeme vyuºít i vlastnosti prvo£ísel. Víme, ºe je
jich nekone£n¥ mnoho, a bylo dokázáno, je jejich pr·m¥rná hustota postupn¥ klesá. Z toho
vyplývá, ºe jejich rozd¥lení nem·ºe být periodické. Iracionální £íslo m·ºeme vytvo°it tak,
ºe na pozici odpovídající prvo£íslu zapí²eme jedni£ku a na ostatní zapí²eme nulu

N10 = 0, 01101 01000 10100 01010 00100 00010 10000 01010 10100 01000... .

3de�nujeme F1 = 1, F2 = 1 a dal²í £leny pomocí rekurentního vzorce Fn = Fn−1 + Fn−2



• Naprosto jiný p°ístup k de�nování nekone£né £íselné °ady p°edstavil roku 1986 matematik
John Conway, dnes se takové °ady £asto nazývají audioaktivní posloupnosti. Za£neme
libovolným £íslem, nap°. 1. To p°e£teme jedna jedni£ka a p°ipí²eme 11, coº p°e£teme
dv¥ jedni£ky a zapí²eme 21, pokra£ujeme jedna dvojka, jedna jedni£ka a pí²eme 1211.
Uvedeným zp·sobem p°idáváme stále dal²í £íslice. Dostáváme £íslo

N11 = 0, 11121 12111 11221 31221 11311 22211 11321 32113 11312 11131... .

Za£ít m·ºeme s jiným £íslem a výsledná posloupnost bude odli²ná. Krom¥ výchozího
£ísla 22 je posloupnost neperiodická. P°estoºe se zdá, ºe takové posloupnosti bude prak-
ticky nemoºné studovat matematickými prost°edky, dokázal o nich autor krom¥ jiných
i následující p°ekvapivou vlastnost. Pom¥r po£tu £íslic vºdy následujících poloºek má
univerzální limitu (λ ' 1, 303577269) nezávisle na po£áte£ním £ísle4.

Poté, co jsme na£erpali inspiraci, p°istoupíme k vytvo°ení vlastního iracionálního £ísla, tj.
takového, které tém¥° s jistotou doposud nikdo nezapsal ani nestudoval.

Jako celou £ást zvolíme −287, to je pravd¥podobný rok narození Archimeda ze Syrakus.
Na prvních dev¥t desetinných míst opí²eme cifry z Conwayovy konstanty λ. Práci dokon£íme
tak, ºe pouºijeme rozd¥lení prvo£ísel (viz £íslo N10), ale místo kaºdé jedni£ky zapí²eme cifru
z desetinného rozvoje £ísla π, tj. postupn¥ 3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, atd. Zápis na²eho £ísla je tedy
následující

M = −287, 30357 72690 31040 10005 09000 20600 05000 00305 00000 80907... .

Bylo by dosti p°ekvapivé, kdyby p°esn¥ stejné my²lenky vedly jiº n¥koho p°ed námi. Stejn¥
p°ekvapivé by bylo, kdyby práv¥ vytvo°ené £íslo M bylo pro matematiku n¥jak významné,
nepochybn¥ to v²ak je £íslo iracionální. Nyní je na vás popustit uzdu fantazii (k tomu asi
oby£ejn¥ nemíváte v matematice p°íli² prostoru) a vytvo°it si své vlastní iracionální £íslo.

4jedinou výjimku tvo°í degenerovaná posloupnost pro jiº zmín¥né £íslo 22


