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7 Sestavte si svoje iracionalni c¢islo

Doposud jsme se zabyvali tim, Ze jsme pro urcita ¢isla dokazovali, Ze jsou iracionalni. Zkusme
nyni pristoupit k problému tak trochu z druhé strany. Budeme se snazit vytvorit néjaka c¢isla
takovym zpusobem, aby byla iracionalni.

Existuje néjaké obecné pravidlo, jak rozligit racionalni a iracionalni ¢isla? Odpovéd je
kladna, jednou z moznosti je zkoumat desetinny zapis ¢isla. Vime, zZe celd ¢isla desetinnou
¢ast vubec nemaji, zlomky maji desetinny rozvoj bud kone¢ny nebo nekoneény, ale v tomto
pripadé je jeho koncova cést periodicka. Zaroven jsme se ucili, jak takovy periodicky rozvoj
prevést zpét na zlomek. A zbyva posledni moznost, Ze desetinny rozvoj neni nikde ukoncen a
piitom neni periodicky. V tomto pfipadé méme iracionalni ¢islo. Uvedme nejprve piiklad ke
kazdé varianté!:

5 5,000000000000... celé ¢islo

11

3 1,375000000000... raciondlni ¢islo s kone¢nym desetinnym rozvojem
2273 T L e :
=0 4,132727272727... raciondlni ¢islo s nekone¢nym periodickym rozvojem

T 3, 141592653589... iraciondlni ¢islo

Vyse popsané pravidlo nam nikterak neposlouzi pii dikazu iracionality napi. ¢isla /15
nebo m. Dnes s pomoci poc¢itaci je sice umime vypocitat na mnoho miliard ¢islic, ale nikde tim
neni zaruc¢eno, Ze se na dalSich mistech neobjevi periodicita. Tady jsou dikazy, které jsme si
ukézali, nezastupitelné. Na druhé strané pro konstrukci iracionalnich ¢isel je toto pravidlo tim
pravym nastrojem.

Nasi snahou nyni bude sestavit ¢islo s nekoneénym desetinnym rozvojem, ktery vsak (na
svém zavéru) neni periodicky. Mozna se zda, ze zadané podminky jsou ¢asteéné protichiidné
(Jak je mozné popsat nekonecnou fadu ¢islic bez vyuziti periodicity?), ale nasledujici odstavee
nés presvéddi, ze je skloubit lze.

e Uvazujme cislo s takovymto desetinnym zapisem

N; =0, 11000 10000 00000 00000 00010 00000 00000 00000 00000 0000O0.... .

Jeho desetinna ¢ast se sklada ze samych nul, pouze na pozicich odpovidajicich faktorialim
pfirozenych ¢isel? je jednicka. Je moZné ho tedy zapsat jako
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Cislo Ny se casto nazyvé Liouvillova konstanta na pocest francouzského matematika, ktery
se podrobné zabyval ¢isly zapsanymi ve tvaru

bi!
i=b

1Pro tplnost je tieba uvést, ze napt. ¢islo % je mozné zapsat i periodickym rozvojem 1,37499999... (rovnost
snadno ovéfime se¢tenim periodické Gasti jako geometrické fady). Kromé obdobnych piipadi (kdy desetinny
rozvoj je prazdny nebo koneény) je zapis jednoznagny.

2tj. na pozicich 1, 2, 6, 24, 120, ...



pro né&jaké piirozené b > 2 a libovolnou posloupnost {a,}, jejiz ¢leny jsou tvofeny pouze
¢isly 0 az b — 1. Pti pohledu na N; je jiz zfejmé, 7ze rozvoj je skutecné nekonecny a
zarovel nemuze byt periodicky, nebot poc¢et nul mezi sousednimi jedni¢kami neustale
nartsta. Velkou vyhodou téchto ¢isel je skutecnost, ze je lze zapsat relativné jednoduchou
matematickou formuli a tim je studovat a pouzivat pii riznych vypoctech.

e Podobné vytvorime dalsi ¢isla, staci nahradit funkei n! jinou vhodnou, nap¥. n? nebo 27.
V prvnim ptipadé budou jednic¢ky na pozicich 1, 4, 9, 16, 25, ...

N5 = 0,10010 00010 00000 10000 00001 00000 00000 10000 00000 00010...,
ve druhém na pozicich 1, 2, 4, 8, 16, ...
N3 = 0,1101000100 00000 10000 00000 00000 01000 00000 00000 00000... .

I v tomto ptipadé existuji jednoduché zapisy téchto Cisel

NQ = Z W I‘espektlve N3 = Z W

=1 =1

Samoziejmé muzeme v Citateli pouzit dvojky ¢i sedmicky, stiidat Sestky s devitkami nebo
cyklicky ménit ¢isla od jedné do deviti. V tomto se vasi pfedstavivosti meze nekladou.

e Neomezenou posloupnost ¢islic bez periodicity 1ze tvorit také nasledujicimi zpisoby. Bu-
deme vkladat postupné jednu jednicku, dvé jednicky, tii, ¢tyfi, atd., pficemz mezi né vzdy
vlozime oddélovaci nulu

N, =0,101101110111101 1111011111 10111 1111011111 11101 11111...
nebo oddélovacich nul bude vzdy stejné jako jednicek
N5 =0,101100111000111 10000 11111 00000 11111 10000 00111 11110....

Jinou moznosti je zapisovat po ¢islicich za sebou pfirozena ¢isla od jedné vyse, pripadné
je opét oddélovat nulou

Ng =0,1234567891 0111213141 51617 18192 02122 23242 52627 28293...

N7 =0,10203 04050 60708 09010 01101 20130 14015 01601 70180 19020... .
Vzristajici posloupnost pfirozenych ¢isel mizeme zaménit za mocniny 2
Ng = 0,10204 08016 03206 40128 02560 51201 02402 04804 09608 19201...

nebo za ¢leny Fibonacciho posloupnosti?

Ny = 0,10102 03050 80130 21034 05508 90144 02330 37706 10098 70159... .

e Pro vytvoreni neperiodické posloupnosti mizeme vyuzit i vlastnosti prvocisel. Vime, Ze je
jich nekone¢né mnoho, a bylo dokazano, je jejich primérna hustota postupné klesa. Z toho
vyplyva, ze jejich rozdéleni nemiuze byt periodické. Iracionalni ¢islo miizeme vytvorit tak,
7e na pozici odpovidajici prvocislu zapiSeme jednicku a na ostatni zapiSeme nulu

Nyp = 0,01101 01000 1010001010 00100 00010 10000 01010 10100 01000.... .

3definujeme Fy = 1, F, = 1 a dal3i ¢leny pomoci rekurentniho vzorce Fy, = F,,_1 + F,_»



e Naprosto jiny piistup k definovani nekonecné ¢iselné fady predstavil roku 1986 matematik
John Conway, dnes se takové fady Casto nazyvaji audioaktivni posloupnosti. Za¢neme
libovolnym c¢islem, napi. 1. To piecteme jedna jednicka a pripiSeme 11, coz pieCteme
dvé jednicky a zapiSeme 21, pokracujeme jedna dvojka, jedna jednicka a piSeme 1211.
Uvedenym zpusobem piidavame stale dalsi ¢islice. Dostavame ¢islo

Nyjp =0,1112112111 11221 31221 1131122211 11321 321131131211131....

Zacit mizeme s jinym ¢islem a vysledn& posloupnost bude odlisna. Kromé vychoziho
¢isla 22 je posloupnost neperiodicka. Piestoze se zda, ze takové posloupnosti bude prak-
ticky nemozné studovat matematickymi prostiedky, dokézal o nich autor kromé jinych
i nasledujici prekvapivou vlastnost. Pomér poctu ¢islic vzdy nasledujicich polozek ma
univerzalni limitu (A ~ 1,303577269) nezévisle na pocateénim ¢isle*.

Poté, co jsme nacerpali inspiraci, pristoupime k vytvoreni vlastniho iracionalniho ¢isla, tj.
takového, které témeér s jistotou doposud nikdo nezapsal ani nestudoval.

Jako celou ¢ast zvolime —287, to je pravdépodobny rok narozeni Archimeda ze Syrakus.
Na prvnich devét desetinnych mist opiSeme cifry z Conwayovy konstanty A. Praci dokonc¢ime
tak, Ze pouzijeme rozdéleni prvocisel (viz ¢islo Nyg), ale misto kazdé jednicky zapiSseme cifru
z desetinného rozvoje ¢isla m, tj. postupné 3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, atd. Zapis naSeho ¢isla je tedy
nasledujici

M = —287,30357 72690 31040 10005 09000 20600 05000 00305 00000 80907... .

Bylo by dosti piekvapivé, kdyby pfesné stejné myslenky vedly jiz nékoho pied nami. Stejné
prekvapivé by bylo, kdyby pravé vytvorené ¢islo M bylo pro matematiku néjak vyznamné,
nepochybné to v8ak je ¢islo iracionalni. Nyni je na vas popustit uzdu fantazii (k tomu asi
oby¢ejné nemivate v matematice p¥ili§ prostoru) a vytvofit si své vlastni iracionalni ¢islo.

4jedinou vyjimku tvoii degenerované posloupnost pro jiz zminéné &islo 22



