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8 Kolik je iracionalnich c¢isel?

Jiz v tivodu naseho seridlu jsme si ukézali, Zze racionalnich ¢isel je neomezené mnoho. Kolik je
vSak iracionalnich ¢isel?

Obsahem predchozich dili bylo to, Ze jsme prokazali existenci iracionalnich ¢isel. Byt bychom
ziskali i jedno jediné, dalsi bychom mohli konstruovat pomoci zakladnich pocetnich operaci.
Méjme iracionalni ¢islo x a libovolné racionélni ¢islo r. Pokud by soucet ¢i rozdil byl roven
jinému racionalnimu ¢&islu s (tj. x & = s), pak by platilo

rT=SFr.

Rozdil i soucet libovolnych racionélnich cisel je opét ¢islo racionalni, coz je v rozporu s tim, Ze
se rovnd iraciondlnimu x. Z toho plyne, 7Ze x £ r je ¢islo iracionédlni. Analogicky dikaz mtzeme
provést i pro z.r, x/r a r/x. Specidlnim ptipadem posledniho podilu je prevracena hodnota
¢isla, tim je tedy dokazano, ze také napf. 1/ je iracionalni ¢islo. Dalsi iracionalni ¢isla muzeme
ziskat jako odmocniny (i fadiu vyssich nez 2) iracionéalnich ¢isel. Pokud bychom mohli zapsat
takovou odmocninu jako zlomek {/z = p/q (pro x > 0 a p, q i n pfirozené), pak po umocnéni
mame o
q_n7
coz v8ak je evidentné ¢islo racionalni ve sporu s pocatecnim predpokladem. Tim jsme prokazali
iracionalitu ¢isel jako /e = e3, \/logs 100 apod.*

Ptedchozi odstavec (stejné tak i predchozi dily naseho serialu) ukazal, Ze iracionélnich ¢isel
rozhodné neni méné nez ¢isel racionédlnich. Kolik jich tedy je? Jiz vime, Ze jich je neomezené
mnoho. Tady se dostavame tak trochu na tenky led, protoze se chystame srovnavat nekonecné
mnoziny. U kone¢nych mnozin jednoduse uré¢ime pocty prvku, které snadno porovname. Jak
ale miizeme pométrovat nekonecna? Jsou vSechna stejnad? Pfesny matematicky vyznam témto
otazkdm dal az Georg Cantor v 70. letech 19. stoleti, ktery mj. ukazal, jak porovnavat neko-
ne¢né mnoziny a 7e existuji nekonec¢na rtiznych radua. Blizsi popis téchto jisté kromobycejné
zajimavych partii matematiky je jiz mimo ramec tohoto textu.

Uvedeny némecky matematik a logik dokazal, Ze v matematicky dobfe definovaném vyznamu
je realnych c¢isel ,mnohem® vice nez ¢isel racionédlnich. Zatimco racionalni ¢isla je mozné jistym
zpusobem odislovat (tim je vlastné piifadit pfirozenym ¢islim), u realnych ¢isel nic podobného
udélat nelze. Matematici fikaji, Ze mohutnost mnoziny N pfirozenych ¢isel a mohutnost mno-
ziny Q ¢isel racionalnich je stejné, takové mnoziny nazyvame spocetné (jejich prvky se daji
o¢islovat a tedy spocitat). Naproti tomu mohutnost mnoziny R ¢isel redlnych je vétsi, mnoZina
je nespocetnd. Jsou to pravé iraciondlni ¢isla, kterd odlisuji mnoziny R a Q, coZz znamena Ze
iracionalnich ¢isel je nespocetné mnoho. A tedy vice nez ¢isel racionalnich. Iracionalni ¢isla tedy
netvori par bizarnich vyjimek v mofi vSech realnych cisel, ale je tomu pravé naopak.

xr =

Pokud jste si z nékolika dila seridlu o iracionalnich c¢islech odnesli dojem, ze v této oblasti
jiz neni co zkoumat a 7e matematici jiz zodpovédéli vSechny otazky, je tfeba ho poupravit.
Existuje mnozstvi ¢isel v matematice Siroce pouzivanych, o kterych nevime, do které mnoziny

Ve vyse zminénych dikazech je podstatné, Ze r je ¢islo racionalni. V opa¢ném piipadé jiz vysledek operace
iracionalni byt nemusi, o emz svédéi protipiiklady v/8/v/2 = 2 nebo log 150 — log 15 = 1. Podobné mocnina
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iracionélniho ¢isla jiz obecné iracionélni neni, viz (\3/5) = 8.



je prifadit. Do této skupiny patii Fada ¢isel kombinujicich Eulerovo a Ludolfovo ¢islo (napf.
et m, m/e, m), dale napi. vyznamna Eulerova (té7 Eulerova-Mascheroniho) konstanta

. ~ 1
V=t (22‘“) ’
Catalanova konstanta pouzivana v pokrocilejsi kombinatorice
11 1 1 = (=1)
G— - _ — 4+ -~ 4..._N" 7
12 32+52 72+ Z(Qz’+1)2

nebo hodnota velmi dilezité Riemannovy funkce

o0
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pro x = 5, 7,9, ... (lichd pfirozena ¢isla > 5)%. Stejné jako ve vétsing dalsich obort lidske

¢innosti i zde zustava mnoho bilych mist, ktera ¢ekaji na své objevitele.

Zavér

Vratme se jesté jednou do prvniho dilu seridlu. Tam jsme si polozili otazku, zda vibec existuji
néjaka jina cisla nez racionalni. Postupné jsme pro nékolik ¢isel, kterda maji dobry smysl a
svou nespornou pouzitelnost, ukézali, 7e je nelze zapsat jako zlomek. Jsou tedy iracionélni.
V tomto dile bylo dok&zano, Ze iracionélnich ¢isel rozhodné neni méné nez cisel racionalnich.
Déle jsme si Tekli (jiz bez blizgtho vysvétleni ¢ dikazu), Ze v jistém smyslu je jich dokonce
mnohem vice. Opravdu mnohem vice, racionalni ¢isla jsou mezi vSemi realnymi ¢isly vlastné
spise raritou. Ciseln4 osa tvorena pouze racionalnimi ¢isly je tedy znac¢né ,dérava’. Stejné tak je
mozné sestrojit piimky v roviné, které prochazeji poc¢atkem a pritom mijeji vSechny dalsi body
s celoCiselnymi souradnicemi. A opét plati, Ze téchto pfimek je vlastné mnohem vice, takze
ytrefit néktery miizovy bod je spiSe vyjimkou. To jsou pomérné piekvapivé vysledky a vidime,
ze tentokrat nas nasSe intuice zklamala.
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2pro x = 1 fada diverguje a iracionalitu ((3) dokazal Roger Apéry v roce 1979



